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Тема 1. Интерполяция и аппроксимация функций

1.1. Интерполяция функций

Постановка задачи: для функции , заданной при некоторых значениях аргумента , нужно найти такую функцию , чтобы для заданных точек  выполнялось равенство ).
Функция  выбирается так, чтобы она давала наилучший результат. Выбор такой функции является специальной задачей математики. Далее рассматриваются некоторые варианты выбора функции .
Параболическая интерполяция: если  алгебраический многочлен (полином), то есть
,

то интерполяция называется параболической, так как  в данном случае парабола
-й степени. Число неизвестных коэффициентов  равно числу заданных точек. Эти коэффициенты определяются из уравнений



Частные случаи

1. Линейная интерполяция

,
Нужно найти :





Совместное решение этих уравнений дает




окончательно



Для оценки погрешности линейной интерполяции при достаточно малом постоянном шаге
 

нужно на интервале  найти разность  между  и средним арифметическим , тогда на интервале  или  разность между точным значением  и значением, найденным линейной интерполяцией не превысит . 
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2. Квадратичная интерполяция

,
Нужно найти :







Совместное решение этих уравнений после преобразований позволяет получить расчетную формулу квадратичной интерполяции в виде



При равноотстоящих узлах  формула может быть преобразована к следующему выражению



Обоснование оценки погрешности линейной интерполяции

Из последнего выражения следует, что при 



Для этой же точки линейная интерполяция дает . Разница этих величин дает величину  

При  разница между точным значением  и значением , найденным линейной интерполяцией дает величину в 4 раза большую



Сопоставление  и  показывает, что если на интервале  найти разность  между  и средним арифметическим , тогда на интервале  (или ) разность между точным значением  и значением, найденным линейной интерполяцией не превысит . 

3. Использование формул параболической интерполяции более высокого порядка

В справочниках по математике приводятся интерполяционные формулы для произвольного порядка параболической интерполяции. Но развитие вычислительной техники сделало применение таких формул не актуальным. Наиболее удобным является использование возможностей Microsoft Excel для получения интерполяционных зависимостей и построения интерполяционных графиков. 

4. Использование Microsoft Excel для линейной и параболической интерполяции

В Microsoft Excel имеются готовые решения для построения интерполяционных функций на основе построения графика интерполируемой функции. Для этого используется линейная или полиномиальная линия тренда и возможность показывать ее уравнение на графике (от линейной до многочлена 6-й степени включительно).


[image: ]


Кроме этого, можно по заданным значениям построить график в виде ломаной линии, что дает графическую линейную интерполяцию. 

[image: ]

Можно также построить график в виде плавной линии. Однако способ построения плавной линии, заложенный при построении такого графика в Excel имеет особенность, которая не всегда соответствует действительному графику функции. 
Хотя плавная линия Excel и проходит через заданные точки графика, но касательные к этой плавной линии располагаются следующими образом: 
– для всех точек графика, кроме крайней начальной и крайней конечной, касательная к плавной линии имеет направление, среднее между направлениями прямых, соединяющих данную точку с предыдущей и последующей точками;
– в крайней начальной точке графика направление касательной совпадает с направлением прямой линии, соединяющей начальную точку с последующей;
–  в крайней конечной точке графика направление касательной совпадает с направлением прямой линии, соединяющей конечную точку с предыдущей.
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1.2. Аппроксимация функций

Аппроксимация – это приближенное представление неизвестной (или сложной для исследования) функции , заданной формулой или рядом числовых значений, функцией , формула для которой задается так, чтобы ее использование было более простым, чем функции  или ее числовых значений.
Функция  задается в виде ряда



Функции , , должны образовывать так называемою полную систему функций. Полной является такая система функций, с помощью которой можно представить любую функцию  и, соответственно, .
В отличие от интерполяции, число определяемых коэффициентов  в функции  меньше числа заданных точек для функции .
Для определения неизвестных коэффициентов одним из наиболее употребительных является метод наименьших квадратов. Этот метод заложен в Microsoft Excel при построении линии тренда для заданного графика, которая может быть как интерполяционной функцией, так и аппроксимирующей.

Метод наименьших квадратов

Коэффициенты   определяются из условия минимума квадрата ошибки (разницы между значениями  и )



Условия минимума имеют вид


Число заданных функций  не может быть больше числа заданных точек  для функции , так как не хватит уравнений для определения коэффициентов .
Если  (число заданных функций в функции  равно числу заданных точек для функции ), то вместо аппроксимационной формулы получается интерполяционная формула, график которой пройдет через все заданные точки.
Метод наименьших квадратов реализуется в Microsoft Excel для получения интерполяционных и аппроксимационных функций и графиков при построении линии тренда.
Пример. Функция  состоит из двух слагаемых (, а число заданных значений функции  может быть любым большим 






или


где 
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Решение системы двух уравнений дает значения коэффициентов . Аналогично решается задача и при большем числе членов ряда для функции . 

Лабораторная работа № 1

Задание. Выполнить интерполяцию и аппроксимацию с использованием Excel.
1. Найти в интернете СНиП «Безопасность труда в строительстве», часть 1 и часть 2.
2. Найти в указанном СНиПе таблицу зависимости коэффициентов заложения откосов грунта от высоты откоса или глубины выемки.

	Высота откоса (глубина выемки), м
	Вид грунта

	
	Насыпной не слежавшийся
	Песок
	Супесь
	Суглинок
	Глина

	0
	1:0
	1:0
	1:0
	1:0
	1:0

	1,0
	1:0
	1:0
	1:0
	1:0
	1:0

	1,25
	…
	…
	1:0
	1:0
	1:0

	1,5
	1:0,67
	1:0,5
	1:0,25
	1:0
	1:0

	2
	…
	…
	…
	…
	…

	3
	1:1
	1:1
	1:0,67
	1:0,5
	1:0,25

	4
	…
	…
	…
	…
	…

	5
	1:1,25
	1:1
	1:0,85
	1:0,75
	1:0,5


… – определить интерполяцией

Примечания: 1. При напластовании различных видов грунта крутизну откосов назначают по наименее устойчивому виду от обрушения откоса.
2. К неслежавшимся насыпным относятся грунты с давностью отсыпки до двух лет для песчаных; до пяти лет - для пылевато-глинистых грунтов.

В отношении  коэффициентом заложения откоса грунта называется число , показывающее величину горизонтальной проекции откоса , где  – высота откоса или глубина выемки. В данной лабораторной работе нужно построить графики и найти значения для не указанных в таблице значений именно для коэффициентов .

3. По заданным в таблице числовым значениям коэффициентов заложения  построить графики зависимостей коэффициентов заложения от высоты откоса или глубины выемки на листе Excel для всех видов грунтов, указанных в таблице СНиП.
4. С помощью этих графиков найти величины коэффициентов заложения для всех видов грунта при высоте откоса или глубине выемки равных 1,25 м, 2 м и 4 м, не указанных в таблице. При этом нужно использовать следующие возможности построения и редактирования графиков в Excel:
– график Excel из прямых отрезков;
– график Excel с гладкими кривыми;
– интерполяция полиномиальной линией тренда;
– аппроксимация линейной линией тренда;
– аппроксимация полиномиальной линией тренда;
– путем задания коэффициентов заложения при высоте откоса или глубине выемки равных 1,25 м, 2 м и 4 м на основе визуальной оценки (по интуиции) плавности изменения коэффициентов заложения для всех видов грунта.
5. Сделать вывод, какой способ в данной задаче лучше подходит для определения коэффициентов заложения, не указанных в таблице.

Тема 2. Метод выравнивания для выбора подходящих аппроксимирующих функций

В этом методе аппроксимирующая функция преобразуется так, чтобы ее график представлял прямую линию. Критерием удачного выбора функции  является условие, что все заданные точки функции  с достаточной точностью ложились на эту прямую (выравнивались по прямой линии).

2.1. Использование логарифмических координат

Данный метод применяется для аппроксимации функции  степенной функцией



Таким образом предполагается, что с достаточной точностью выполняется равенство




Данное выражение логарифмируется (логарифм может быть по любому основанию, например десятичный)


Полученное уравнение имеет вид



в котором под  подразумевается , величина  представляет собой , а вместо  используется .
Задача определения параметров  и  достаточно легко решается с использованием линии тренда Microsoft Excel.

[image: ]     [image: ]
По заданным значениям  и   строится график, для которого в качестве  используется , а вместо  задается . Значения логарифмов должны быть предварительно вычислены. К этому графику добавляется линия тренда и при ее форматировании используется возможность добавить уравнение на диаграмме. Записанное на диаграмме уравнение дает числовые значения и . По зависимости
  находится  (поскольку использован десятичный логарифм). 
Имея полученные таким образом значения  и  можно заменить функцию  функцией . Достоверность такой замены определяется тем, достаточно ли хорошо ли ложатся заданные точки на прямую в логарифмических координатах.

2.2. Использование полулогарифмических координат

Этот метод используется для аппроксимации функции  показательной функцией



В этом случае предполагается, что с достаточной точностью выполняется равенство



От этого выражения находится натуральный логарифм (поскольку натуральный логарифм числа  равен единице)


Полученное уравнение имеет вид


в котором под  подразумевается , величина  представляет собой .
Задача определения параметров  и  достаточно легко решается с использованием линии Microsoft Excel.
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По заданным значениям  и   строится график, для которого в качестве  используется . Значения логарифмов должны быть предварительно вычислены. К этому графику добавляется линия тренда и при ее форматировании используется возможность добавить уравнение на диаграмме. Записанное на диаграмме уравнение дает числовые значения и . По зависимости  находится  (поскольку использован натуральный логарифм). 
Имея полученные таким образом значения  и  можно заменить функцию  функцией . Достоверность такой замены определяется тем, достаточно ли хорошо ли ложатся заданные точки на прямую в полулогарифмических координатах.

Лабораторная работа № 2

Задание 1. Применение логарифмических координат для аппроксимации зависимости грузоподъемности  крана от вылета  крюка функцией .
Числовые данные для автокрана КС-6973Б Ивановец со стрелой 31 м приведены в таблице. 
Результаты вычислений должны быть представлены в файле Excel в табличной форме и в виде графика, включая уравнение линии тренда.

	, м
	, т
	
	
	Расчет


	7
	11,2
	
	
	

	12
	5,15
	
	
	

	18
	2,3
	
	
	

	22
	1,55
	
	
	

	26
	1,05
	
	
	

	28
	0,85
	
	
	



Задание 2. Применение полулогарифмических координат для аппроксимации зависимости температуры  остывающего объекта от времени  и температуры окружающей среды  функцией . 
Экспериментальные данные приведены в таблице (температура окружающей среды ).
Результаты вычислений должны быть представлены в файле Excel в табличной форме и в виде графика, включая уравнение линии тренда.

	t (мин)
	Эксперимент

T (°С)
	
	
	Расчет по формуле



	0
	69,5
	
	
	

	5
	60,5
	
	
	

	10
	54,5
	
	
	

	15
	50
	
	
	

	20
	46
	
	
	

	25
	43
	
	
	

	30
	40,5
	
	
	

	40
	36
	
	
	

	50
	33
	
	
	

	60
	31
	
	
	

	70
	29
	
	
	

	80
	27,5
	
	
	

	90
	26
	
	
	

	100
	25
	
	
	

	110
	24,5
	
	
	

	120
	24
	
	
	



Тема 3. Применение численного дифференцирования к решению профессиональных задач математическими методами

3.1. Задача об остывании объекта

В технологических задачах производства работ бетонных в зимнее время необходимо прогнозировать температуру бетона при его остывании после укладки (без прогрева) или окончания, например, электропрогрева.
При прогнозировании зависимости температуры  остывающего объекта от времени  можно исходить из предположения, скорость уменьшения температуры прямо пропорциональна разности температуры  остывающего объекта и окружающей среды



где   – скорость остывания объекта,  – коэффициент пропорциональности. Знак минус перед этим коэффициентом объясняется тем, что разность  при остывании положительна, а температура  с ростом времени уменьшается, то есть .
Величина коэффициента  может быть определена из обработки экспериментальных данных по изменению температуры остывающего объекта во времени. При известном коэффициенте  дифференциальное уравнение может быть решено математическими методами.
Рассматриваемое уравнение может быть решено методом разделения переменных. Дифференциальное уравнение приводится к виду

Левая и правая части полученного уравнения интегрируются в элементарных функциях

где  – произвольная постоянная интегрирования, а под знаком натурального логарифма стоит положительная величина.
Постоянная  находится из условия, что в начальный момент времени  известна начальная температура  объекта, тогда

С учетом свойств логарифмов расчетная формула преобразуется к виду


или

откуда

Тогда окончательно

Эксперименты показывают, что зависимость скорости остывания от разности температур объекта и среды не является прямой пропорциональной зависимостью. Во втором приближении эта зависимость может быть аппроксимирована квадратной параболой


Это уравнение также допускает интегрирование в элементарных функциях.
Для дальнейших преобразований удобно обозначить . Тогда уравнение принимает вид


где учтено, что . 
Переменные в этом уравнении разделяются



Интеграл в левой части находится с помощью таблиц интегралов (например, в книге Г.Б. Двайт. Таблицы интегралов и другие математические формулы)
 


В рассматриваемом случае величина, стоящая под знаком логарифма положительна. Произвольная постоянная определяется из условия, что при  разность температур , тогда



Далее выполняются преобразования

























С учетом принятых обозначений  и  последняя формула приводится к окончательному виду


или 


Для случая прямой пропорциональной зависимости производной  от разности температур  следует принять , тогда последняя формула совпадает с более простой зависимостью при .

3.2. Формулы численного дифференцирования

Для вычисления температуры с помощью полученных формул в произвольный момент времени нужно иметь значения  или  и . Чтобы получить эти значения нужно построить график зависимости производной температуры по времени   от разности температур  и аппроксимировать эту зависимость прямой линией (для получения значения ) или квадратной параболой (для получения значений  и ). 
При этом, из условия, что производная  при , то есть при , следует, что и аппроксимирующая прямая и квадратная парабола должны проходить через начало координат – точка с координатами 0, 0 – на графике зависимости    от
 .
Если функция  задана рядом точек , , … , , то  для вычисления производной достаточную точность имеет следующий способ: через три соседние точки проводится квадратная парабола и формула для этой параболы дифференцируется. Для равноотстоящих узлов () получаются следующие формулы
дифференцирование вперед (в начальной точке графика)



дифференцирование на середину (в промежуточной точке графика )



дифференцирование назад (в конечной точке графика)



Лабораторная работа № 3

Задание 1. Для экспериментальных данных, приведенных в таблице вычислить
  при   и производную   по приведенным в п. 2.2 формулам.
Данные эксперимента приведены в таблице
	t (мин)
	Эксперимент

T (°С)
	[bookmark: _Hlk52920474]
	
	Расчет  
по формуле с параметром 
	Расчет 
  
по формуле с параметрами
  и 

	0
	69,5
	
	
	
	

	5
	60,5
	
	
	
	

	10
	54,5
	
	
	
	

	15
	50
	
	
	
	

	20
	46
	
	
	
	

	25
	43
	
	
	
	

	30
	40,5
	
	
	
	

	40
	36
	
	
	
	

	50
	33
	
	
	
	

	60
	31
	
	
	
	

	70
	29
	
	
	
	

	80
	27,5
	
	
	
	

	90
	26
	
	
	
	

	100
	25
	
	
	
	

	110
	24,5
	
	
	
	

	120
	24
	
	
	
	



При вычислении производных нужно обратить внимание, что в точке t = 30 мин шаг по времени изменяется в два раза. Численное дифференцирование в этом случае можно выполнить несколькими способами:
1) Для дифференцирования можно использовать точки t = 20 мин и t = 40 мин  

2) С помощью интерполяции получить температуры в точке t = 35 мин и ее использовать для численного дифференцирования: 
интерполяция дает при t = 35 мин Т= 38,5 °С

Различие полученных значений в пределах погрешности опытных данных.
Задание 2. Построить график зависимости производной температуры по времени   от разности температур .
Задание 3. Аппроксимировать полученный график линейной линией тренда и показать уравнение на диаграмме. Линия тренда должна проходить через начало координат – точка с координатами 0, 0 – на графике зависимости    от
 . Это следует из условия, что производная  при  (то есть 
). Коэффициент в уравнении линии тренда дает числовое значение коэффициента .
Построить график зависимости  от  по экспериментальным данным и добавить на диаграмму график, построенный по формуле
 

при найденном значении коэффициента .
Сопоставить экспериментальный и расчетный графики.
Задание 4. Аппроксимировать полученный график полиномиальной линией тренда степени 2 и показать уравнение на диаграмме. Эта линия тренда аналогично линейной должна проходить через начало координат. Коэффициенты в уравнении линии тренда дают числовые значения коэффициентов  и .
Добавить на диаграмму график, построенный по формуле 
 

при найденных значениях коэффициентов  и .
Сопоставить экспериментальный и расчетный графики.
Задание 5. Для экспериментального графика зависимости  от  добавить экспоненциальную линию тренда, пересекающую вертикальную ось координат в точке . Сопоставить величину коэффициента  с результатом из задания 3 данной лабораторной работы.
Задание 6. Сделать вывод о точности аппроксимации экспериментального графиков различными расчетными формулами. 


Тема 4. Численное решение обыкновенных дифференциальных уравнений

4.1. Постановка задачи

Дифференциальное уравнение не всегда можно проинтегрировать аналитически. В этом случае применяются численные методы.  
Любое обыкновенное дифференциальное уравнение выше первого порядка можно привести к системе обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка.
В качестве примера можно рассмотреть задачу об изгибе балки. Вместо дифференциального уравнения 4-го порядка



Можно решать систему 4-х уравнений первого порядка









Из решения первого уравнения по заданной нагрузке  определяется поперечная сила . По найденной поперечной силе из решения второго уравнения определяется изгибающий момент . По этому моменту определяется угол наклона изогнутой оси балки  из третьего уравнения, по которому из четвертого уравнения находится прогиб балки .
Таким образом, достаточно рассмотреть методы численного интегрирования обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка



для которого задано начальное условие  при .
Решением этого уравнения является интеграл



Сложность решения здесь заключается в том, что вычисляемый интеграл зависит от самой заранее неизвестной функции .


4.2. Пошаговое интегрирование

Общая формула представляется в виде



или
 


где 


Вычисление интеграла можно представить последовательностью формул






Различные методы отличаются друг от друга формулами для вычисления интеграла




4.3. Метод Эйлера-Коши (метод Рунге-Кутта 2-го порядка)

При вычислении интеграла на интервале от  до  для функции  принимается постоянное значение, равное среднему арифметическому ее значений при  и . 
Тогда

где  
Неизвестное значение , которое входит в правую часть формулы вычисляется по схеме прогноз-коррекция:
при прогнозе в правой части вместо  принимают , то есть вместо  вычисляют 



при коррекции в правой части вместо  вычисляют 



Коррекция может применяться неоднократно. При этом, для каждой последующей коррекции в правую часть вместо  подставляется значение , полученное на предыдущей коррекции.
Многократное применение коррекции не приводит к точному решению задачи, так как погрешность рассмотренной схемы решения определяется вычислением интеграла по приближенной формул через среднее арифметическое значений функции  при  и .
Очевидно, что коррекция не нужна, если функция в правой части дифференциального уравнения не зависит от , то есть уравнение имеет вид

Численное решение в этом случае заключается просто в последовательном вычислении значений 


Рассмотренная формула пошагового интегрирования также допускает решение без коррекции, если из функции  удается выразить .

Пример 1. Решить уравнение 

на интервале от  до произвольного  с начальным условием  при .
Схема прогноз-коррекция для этого уравнения имеет вид



Из этого выражения находится
 


В результате получается следующая последовательность вычислений





…


где 

Тогда 


При , стремящемся к бесконечности, полученное выражение имеет предел



Пример 2. Решить уравнение 

Схема прогноз-коррекция для этого уравнения 

преобразуется к виду

При , 

Отсюда получается окончательное расчетное уравнение

Точное решение данного уравнения – окружность радиуса 1 с центром в начале координат


Дифференцирование этого уравнения дает

откуда следует исходное дифференциальное уравнение

Поэтому знак перед квадратным корнем в формуле для  соответствует разным дугам окружности, для которых с ростом  величина  возрастает или убывает при заданных начальных значениях  и .
При   рассмотренное численное решение невозможно, поэтому уравнение нужно представить в виде

и вместо  функции численно находить функцию .

4.4. Оценка погрешности метода Эйлера-Коши

Погрешность рассмотренной схемы на каждом шаге пропорциональна кубу шага, то есть , а на всем интервале интегрирования  при числе шагов 

Погрешность пропорциональна квадрату шага, то есть .
Следовательно, при уменьшении шага в 2 раза погрешность уменьшается в 4 раза. 
Это позволяет оценить погрешность результата численного решения по двум расчетам с отличающимся в два раза шагом.
Разность между точным решением приближенным при шаге 

Разность между точным решением приближенным при шаге 

Из условия, что

следует, что

Повторные расчеты с уменьшением шага в два раза выполняются до тех пор, пока расчетная разность между вычисленным результатом и прогнозируемым точным решением не будет меньше допускаемой погрешности.

4.5. Метод Рунге-Кутта 4-го порядка

Кроме метода Эйлера-Коши для численного решения дифференциальных уравнений часто используют метод Рунге-Кутта 4-го порядка, согласно которому вычисление интеграла выполняется по формуле 


где предварительно вычисляются





Таким образом

Приведенные формулы фактически реализуют своеобразную схему прогноз-коррекция.
Суммарная ошибка на всем интервале интегрирования пропорциональна четвертой степени шага, то есть .
Следовательно, при уменьшении шага в 2 раза погрешность уменьшается в 16 раз. 
Это позволяет оценить погрешность результата численного решения по двум расчетам с отличающимся в два раза шагом.
Разность между точным решением приближенным при шаге 

Разность между точным решением приближенным при шаге 

Из условия, что

следует, что

Отсюда следует, что стремление результатов к точному решению при повторных расчетах с уменьшением шага в два раза идет значительно быстрее, чем по методу Эйлера-Коши.

[bookmark: _Hlk53093324]4.6. Использование Visual Basic, встроенного в Excel

Для использования Visual Basic, встроенного в Excel, должна быть активирована вкладка «Разработчик»:
Файл → Параметры → Настроить ленту → Основные вкладки → отметить  вкладку Разработчик.
 После этого вкладка будет доступна для работы.
[bookmark: _Hlk53002017]Для создания программы на листе Excel на вкладке Разработчик включить Режим конструктора и вставить кнопку (элемент ActiveX) CommandButton. После двойного щелчка по этой кнопке левой клавишей мыши открывается окно для ввода программного кода Visual Basic. При этом автоматически сформированы первая и последняя строки программного кода

Private Sub CommandButton1_Click()

End Sub

Между этими строками вводится текст программного кода для решения конкретной задачи.
После ввода программы нужно вернуться на лист Excel, выключить Режим конструктора (отжать кнопку Режим конструктора) и щелчком по кнопке CommandButton запустить программу. Результат работы программы будет показан на листе Excel. 

Лабораторная работа № 4

Задание 1. Изучить алгоритм численного интегрирования дифференциального уравнения



на интервале .

Алгоритм численно решения дифференциального уравнения 
1. Задаются  ;  ;  ; 
2. Делается шаг по 

3. Прогноз

4. Коррекция

5. Подготовка к следующему шагу

6. Переход к следующему шагу
Если , то перейти к п. 2, иначе к п. 7
7. Вывод на экран  и  в конечной точке.

Задание 2. Выполнить численное интегрирование на Visual Basic дифференциального уравнения

на интервале  мин при начальном условии  при .
В численном решении обозначить ; ;  и так далее.
Для вывода результатов использовать команды Visual Basic:
 
Cells(1, 1) = t: Cells(1, 2) = y

Учесть, что команды в одной строке разделяются двоеточием.

При решении использовать следующий программный код Visual Basic
(можно скопировать и вставить в окно для ввода программного кода текст программы между автоматически сформированными первой и последней строками) 

Private Sub CommandButton1_Click()
t0 = 0: y0 = 48.5: tk = 120: dt = 5
M: t = t0 + dt
y = y0 + (-0.03 * y0 - 0.03 * y0) * dt / 2 
y = y0 + (-0.03 * y0 - 0.03 * y) * dt / 2 
t0 = t: y0 = y
If t < tk - dt / 2 Then GoTo M
Cells(1, 1) = t: Cells(1, 2) = y
End Sub 


Задание 3. Последовательно уменьшая шаг , определить, при каком шаге численное решение совпадает с точным решением данной задачи
 

при  мин

с достаточной точностью.

Тема 5. Вычисление определенных интегралов численными методами

5.1. Формула трапеций

Вычисление определенного интеграла выполняется по формуле (криволинейная трапеция приближенно заменяется прямолинейной)
y
x
f(x)
y0
y1
a
b
Δx


где .
При практическом вычислении интеграла интервал интегрирования делится на  частей, к каждой из которых применяется формула трапеций:

или

где .
Погрешность вычислений на каждой части интервала пропорциональна кубу шага, то есть , а на всем интервале интегрирования  при числе шагов 

погрешность пропорциональна квадрату шага, то есть .
Следовательно, при уменьшении шага в 2 раза погрешность уменьшается в 4 раза. 
Это позволяет оценить погрешность результата численного решения по двум расчетам с отличающимся в два раза шагом.
Разность между точным решением приближенным при шаге 

Разность между точным решением приближенным при шаге 

Из условия, что

следует, что погрешность вычисления

Повторные расчеты с уменьшением шага в два раза выполняются до тех пор, пока погрешность не будет меньше приемлемой величины.
Изменение шага именно в два раза при вычислении определенного интеграла удобно тем, что при шаге  значения функции  в точках с шагом  уже вычислены, поэтому при каждом изменении шага вычислить  нужно только в новых точках.
По формуле трапеций вычисляются осадки фундаментов в методе послойного суммирования по Своду правил Основания зданий и сооружений.
 
5.2. Формула Симпсона (формула парабол)

Вычисление определенного интеграла выполняется по формуле
y
x
f(x)
y0
y1
y2
x0
x1
x2
Δx
Δx


где 
При практическом вычислении интеграла интервал интегрирования делится на  частей, к которым применяется формула Симпсона (из формулы следует, что  должно быть четным числом):

или

где .
Погрешность формулы Симпсона пропорциональна пятой степени шага, то есть , а на всем интервале интегрирования  при числе шагов 

погрешность пропорциональна квадрату шага, то есть .
Следовательно, при уменьшении шага в 2 раза погрешность уменьшается в 16 раз. 
Это позволяет оценить погрешность результата численного решения по двум расчетам с отличающимся в два раза шагом.
Разность между точным решением приближенным при шаге 

Разность между точным решением приближенным при шаге 

Из условия, что

следует, что

Отсюда следует, что стремление результатов к точному решению при повторных расчетах с уменьшением шага в два раза идет значительно быстрее, чем по формуле трапеций.
Следует также отметить, что формула Симпсона является точной, если подынтегральная функция  является многочленом не выше третьей степени.

5.3. Другие формулы 

Формула для вычисления определенного интеграла имеет следующий общий вид


В общем случае можно по-разному выбирать , для которых вычисляются , а также коэффициенты . Существует много различных формул численного интегрирования данного вида, обладающие своими достоинствами и недостатками. Они приводятся в справочниках по математике.
Формула прямоугольников.
В простейшем случае формула численного интегрирования имеет вид

Коэффициент  и координату  нужно определить так, чтобы была точной для многочлена наивысшей возможной степени. Для определения этих двух неизвестных величин нужно два уравнения. Это возможно, если функция  линейная:


Из условия 

следует

или 

Из этого уравнения нужно найти  и .
В силу произвольности  и  должны выполняться условия




Совместное решение этих уравнений дает




Окончательно 

a
y
x
f(x)
(a+b)/2
b

Полученная формула представляет собой площадь прямоугольника высотой   и шириной . Как и для формулы трапеций при практическом вычислении интеграла интервал интегрирования делится на  частей, к каждой из которых применяется формула прямоугольников. Погрешность формулы прямоугольников имеет тот же порядок, что и формула трапеций.
Формула прямоугольников применяется в Своде правил Бетонные и железобетонные конструкции для вычисления интегралов при использование нелинейной деформационной модели.

Формула Гаусса.
Если потребовать, чтобы формула  была точной для многочленов различных степеней, то получается формула Гаусса, для которой значения  и  различны для различного числа точек . Числовые значения  и  приводятся в справочниках по математике.

Формула Чебышева.
Если потребовать, чтобы формула  была наименее чувствительна к погрешностям значений  (например, если  – данные экспериментов), то принимается условие . В этом случае получается формула Чебышева. Для нее, как и для формулы Гаусса, значения  и  различны для различного числа точек  и приводятся в справочниках по математике.

Лабораторная работа № 5

Задание. Вычислить определенный интеграл

по различным формулам численного интегрирования и определить, при каком минимальном числе интервалов  достигается достаточная точность. Для вычисления интеграла использовать Visual Basic, встроенный в Excel.

1.Формула прямоугольников.
При решении использовать следующий программный код Visual Basic (можно скопировать и вставить в окно для ввода программного кода текст программы между автоматически сформированными первой и последней строками):
 
Private Sub CommandButton1_Click()
n = 2
x0 = -0.5: xn = 0.5: dx = (xn - x0) / n
Ix = 0
For i = 1 To n Step 1
x = x0 + dx / 2 + dx * (i - 1)
Ix = Ix + x ^ 2 * dx
Next i
Cells(1, 1) = Ix
End Sub

2. Формула трапеций.
При решении использовать следующий программный код Visual Basic (можно скопировать и вставить в окно для ввода программного кода текст программы между автоматически сформированными первой и последней строками):

Private Sub CommandButton1_Click()
n = 1000
x0 = -0.5: xn = 0.5: dx = (xn - x0) / n
Ix = (x0 ^ 2 + xn ^ 2) * dx / 2
For i = 1 To n - 1 Step 1
x = x0 + dx * i
Ix = Ix + x ^ 2 * dx
Next i
Cells(1, 1) = Ix
End Sub

3. Формула Симпсона.
При решении использовать следующий программный код Visual Basic (можно скопировать и вставить в окно для ввода программного кода текст программы между автоматически сформированными первой и последней строками):
Private Sub CommandButton1_Click()
n = 2
x0 = -0.5: xn = 0.5: dx = (xn - x0) / n
Ix = (x0 ^ 2 + xn ^ 2) * dx / 3
For i = 1 To n - 1 Step 2
x = x0 + dx * i
Ix = Ix + 4 * x ^ 2 * dx / 3
Next i
For i = 2 To n - 2 Step 2
x = x0 + dx * i
Ix = Ix + 2 * x ^ 2 * dx / 3
Next i
Cells(1, 1) = Ix
End Sub

Задачи с ответами для самостоятельного вычисления определенного интеграла численными методами при подготовке к экзамену
1) 

2) 

3)



Тема 6. Численное решение нелинейных уравнений

6.1. Последовательность решения

В общем случае решение уравнения



заключается в нахождении , удовлетворяющего этому уравнению. Это значение  называется корнем уравнения.
Различают два этапа решения уравнения: этап отделения корня и этап уточнения корня.
Этап отделения корня. На этом этапе строится график функции  и определяется интервал , на котором имеется корень уравнения, причем этот корень только один. Признаком этого являются разные знаки функции  при  и при . Чем меньше этот интервал, тем быстрее находится корень на этапе уточнения. 
Этап уточнения корня. На этом этапе интервал, на котором находится корень, последовательно уменьшается до тех пор, пока разность  не станет меньше допускаемой погрешность определения корня. Существуют различные методы уточнения корня.

6.2. Метод Ньютона

Для уточнения корня на интервале задается начальное приближение . Корень уравнения находится из условия, что . Для определения  используется разложение функции  в ряд:

При малых 

Отсюда находится

По этой формуле выполняются последовательные приближения

Последовательные приближения повторяются до тех пор, пока  и  не совпадут с требуемой точностью. Быстрота сходимости зависит характера изменения первой производной . Возможны случаи, когда вычислительный процесс расходится (значения  не стремятся к точному решению уравнения). Тогда нужно изменить начальное приближение
При сложности вычисления значений производной функции на каждой итерации возможно применение формулы

в которой используются значения первой производной функции в точке начального приближения. Такой подход замедляет сходимость процесса последовательных приближений. 

6.3. Метод (алгоритм) половинного деления

Этот метод позволяет совместить этап отделения корня и этап уточнения корня.
Начиная со значения , определяемого условиями задачи, с достаточно малым шагом  вычисляются значения  до тех пор, пока функция не поменяет знак. Смена знака определяется условием, что произведение двух последовательных значений функции становится отрицательным (произведение положительного числа на отрицательное является отрицательным). После этого шаг уменьшается в два раза и его знак изменяется на противоположный, то есть, если выполняется условие
 , то принимается . Таким образом, изменение  происходит в противоположную сторону, пока опять не изменится знак произведения двух последовательных значений функции   и . Расчет повторяется до тех пор, пока величина   не станет меньше допускаемой погрешности.

6.4. Метод хорд

После определения интервала, на концах которого функция  имеет разные знаки (этап отделения корня), приближенное значение корня определяется как точка пересечения с  осью прямой линии (хорды для криволинейной функции ), соединяющей точки со значениями функции   и . Из уравнения этой прямой (формула линейной интерполяции)



находится 



После этого выбирается интервал, для дальнейшего уточнения корня. Если произведение , то корень находится между  и , иначе между  и . 
     y
x
f(xi-1)
xi-1
xi+1
xi
f(xi)
f(xi+1)
y
x
f(xi-1)
xi-1
xi+1
xi
f(xi)
f(xi+1)

Дальнейшее уточнение корня выполняется аналогично, пока интервал, на котором находится корень не уменьшится до допускаемого значения.

6.5. Решение в Excel

Рассмотренные алгоритмы используются, если вычисление корня является частью программы, например в Visual Basic. Если нужно только найти корень уравнения, то проще всего сделать это, используя возможности Excel. 
Порядок решения рассматривается на примере решения уравнения  при . Результаты процесса вычислений представлены ниже в табличной форме.
Начиная с некоторого начального значения (рассматриваемом примере ) вычисляются значения функции  с небольшим шагом (в примере шаг 0,5) пока не поменяется знак функции . После этого, начиная с последнего значения до перемены знака функции (в примере ), шаг уменьшается до единицы в соответствующем числовом разряде (в примере 0,1) и опять вычисляются значения функции с этим шагом, пока она опять не поменяет знак. И так далее, пока не будет достигнута требуемая точность. При каждом уточнении шаг принимается равным единице в следующем числовом разряде (0,01; 0,001 и так далее). В рассмотренном примере расчет доведен до перемены знака между значениями 1,772 и 1,773.
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Следовательно, корень находится между этими значениями. Точное значение искомого корня  .
Такой способ решения уравнения называется поразрядным приближением.
Для задания числовых значений аргумента  и вычисления функции следует применить способ «растягивания» столбца.
 
Лабораторная работа № 6

Задание. Решить уравнения с использованием возможностей Excel.

1) Найти на интервале  корни уравнения



2) Найти на интервале  корни уравнения



3) Найти на интервале  корни уравнения



Тема 7. Численное решение систем линейных алгебраических уравнений

7.1. Матричный метод

Система линейных алгебраических уравнений
 





имеет следующий матричный вид

где  – матрица коэффициентов (квадратная матрица)



 – матрица-столбец (вектор) неизвестных



 – матрица-столбец (вектор) неизвестных



Решение системы уравнений в матричной форме находится умножением системы уравнений слева на матрицу , обратную к матрице . В соответствии с правилами матричной алгебры


С учетом, что умножение матрицы на обратную дает единичную матрицу 



умножение единичной матрицы на вектор дает этот вектор



решение системы уравнений в матричном виде находится умножением обратной матрицы на вектор свободных членов



7.2. Метод Гаусса

Метод Гаусса, по сравнению с матричным методом, более удобен при использовании в программировании.
Метод Гаусса состоит их двух этапов: прямой ход и обратный ход. При прямом ходе матрица коэффициентов системы уравнений приводится к треугольному виду. При обратном ходе последовательно вычисляются неизвестные от последнего к первому.
Для повышения точности вычислений в программном коде предусматривается перестановка уравнений местами так, чтобы на диагонали матрицы коэффициентов были наибольшие по абсолютной величине коэффициенты – вариант метода Гаусса с выбором главного по столбцу коэффициентов. Возможен также выбор главного элемента по строке, но в этом случае, в отличие от выбора главного элемента по столбцу, меняются местами неизвестные.

Пример. Система с 3-мя неизвестными.





Прямой ход.
1. Все коэффициенты первого уравнения () делятся на коэффициент при первом неизвестном

где

из остальных уравнений исключается неизвестное . Оставшиеся уравнения принимают вид


где








2. К оставшейся системе уравнений применяется тот же алгоритм. Оставшиеся коэффициенты второго уравнения () делятся на коэффициент при втором неизвестном

где

из оставшегося уравнения исключается неизвестное . Оставшееся уравнение принимает вид

где



3. В последнем уравнении () все коэффициенты делятся на коэффициент при этом неизвестном

где

В результате прямого хода система уравнений принимает треугольный вид





Обратный ход.
Из полученной треугольной системы уравнений последовательно находятся неизвестные




Программный код Visual Basic для решения системы линейных алгебраических уравнений методом Гаусса с выбором главного элемента по столбцу

Для использования программы нужно (в соответствии с текстом программы) на листе Excel записать число неизвестных в строке 1 столбца D, коэффициенты и свободные члены записать слева направо, свеху вниз, начиная со строки 3 столбца А. Результат будет записан в столбце правее заданных исходных данных. Следует обратить внимание, что в программе свободные члены уравнений записаны не в правой, а в левой части системы уравнений.

Private Sub CommandButton1_Click()

' Описание массива произвольного размера
n = Cells(1, 4)
ReDim a(n, n + 1), x(n)
' Ввод массива коэффициентов и свободных членов уравнений
For i = 1 To n
For j = 1 To n + 1
a(i, j) = Cells(i + 2, j)
Next j
Next i
' Прямой ход
For i = 1 To n
' Выбор главного элемента по столбцу
k = i
For j = i To n
If Abs(a(j, i)) > Abs(a(k, i)) Then k = j
Next j
For j = i To n + 1
a1 = a(i, j): a2 = a(k, j): a(i, j) = a2: a(k, j) = a1
Next j
' Продолжение прямого хода
For j = i + 1 To n + 1
a(i, j) = a(i, j) / a(i, i)
Next j
For j = i + 1 To n
For k = i + 1 To n + 1
a(j, k) = a(j, k) - a(i, k) * a(j, i)
Next k: Next j: Next i
' Обратный ход
For i = n To 1 Step -1
x(i) = -a(i, n + 1)
For j = i + 1 To n
x(i) = x(i) - x(j) * a(i, j)
Next j: Next i
' Вывод результатов
For i = 1 To n
Cells(i + 2, n + 3) = -x(i)
Next i
End Sub

Лабораторная работа № 7

Задание 1. Решить систему уравнений матричным методом





Для решения на листе Excel нужно в область 3 на 3 ячейки коэффициенты системы уравнений по строкам и столбцам. В область из 3-х ячеек (по высоте) записать правые части уравнений.
Для вычисления обратной матрицы нужно выделить свободную область 3 на 3 ячейки, в строке формул после ввода знака = выбрать функцию МОБР (матрица обратная), в качестве массива для вычисления обратной матрицы выделить заданную матрицу коэффициентов и вместо кнопки ОК нажать сочетание клавиш CTRL+SHIFT+ENTER (нажать CTRL, затем не отпуская эту клавишу нажать SHIFT и, не отпуская ее, нажать клавишу ENTER). В результате в выбранную область будет записана обратная матрица.
Чтобы вычислить неизвестные нужно выделить свободную область из 3-х ячеек (по высоте), в строке формул после знака = выбрать функцию МУМНОЖ (умножение матриц), в качестве первого массива выбрать вычисленную обратную матрицу, в качестве второго – правые части уравнений. Далее, как и для вычисления обратной матрицы, вместо кнопки ОК нажать сочетание клавиш CTRL+SHIFT+ENTER (нажать CTRL, затем не отпуская эту клавишу нажать SHIFT и, не отпуская ее, нажать клавишу ENTER). В результате в выбранную область будут записаны найденные неизвестные.
Проверить полученный результат можно подстановкой полученных значений неизвестных в исходные уравнения.

Задание 2. Для системы уравнений из задания 1 переставить местами уравнения и убедиться, что значения неизвестных останутся теми же.


Задание 3. Попытаться решить матричным методом систему уравнений 





и убедиться, что она не решается, хотя значения неизвестных , ,  обращает каждое уравнение в тождество.
Объяснить, почему заданная система уравнений не решается.
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